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1. INTRODUCTION 
Soit A un anneau integre de corps des quotients K, B = A[X] 1'anneau des 
polyn6mes a une ou plusieurs indeterminees sur A, D(A) le monoi'de des 
ideaux divisoriels de A, Cart A le groupe des ideaux inversibles de l'anneau A, 
Prin A celui des ideaux principaux et Pic (A) = Cart A/PrinA , le groupe des 
classes ou groupe de Picard. Si A est completement integralement clos, D(A) 
est alors un groupe et C(A) = D(A)fPrinA est Ie groupe des classes de diviseurs 
de l'anneau. On dira qu'un B-module M 1 provient de A, "extended from A," 
s'il existe unA-module M tel que M 1 = B @AM. Nous nous proposons dans 
cette note de caracteriser les ideaux divisoriels de B done les B-modules reflexifs 
de rang I, essentiellement dans le cas ou A est integralement clos, mais sans 
hypotheses noetheriennes. En particulier, nous montrerons que A est integrale-
ment clos, si et seulement si Ies B-modules reflexifs de rang I proviennent de A. 
II en resulte l'isomorphisme Pic B ~Pic A, ce qui revient a caracteriser les 
B-modules projectifs de rang 1. Bass et Murphy [4] puis Traverso [24] ont 
etabli cet isomorphisme, mais avec des hypotheses noetheriennes et de nor-
malite faible permettant d'utiliser Ia decomposition primaire et la technique 
de localisation. Si A est completement integralement clos, nous obtenons 
l'isomorphisme C(A) ~ C(B) resultat demontre par Samuel [22] si A est un 
anneau de Krull. 
Notre theoreme principal nous permet d'unifier les demonstrations de 
plusieurs proprietes classiques, mais aussi de donner d'autres resultats par 
exemple Ie transfert de A a B de Ia condition maximale sur les ideaux divisoriels 
et l'egalite Pic(R) = 0 pour l'anneau de Nagata R = A(X) [12, p. 18]. Ainsi, 
l'anneau R apporte les conditions d'une localisation, mais le retour a l'anneau 
A ne necessite aucun theoreme de recollement, d'autant plus que R est 
A-fidelement plat. Avec une methode voisine, nous donnons une nouvelle 
demonstration du resultat de Mori Nagata: la cloture integrale d'un anneaux 
integre noetherien est un anneau de Krull, sans recours a Ia theorie des anneaux 
complets. 
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Pour la commodite du lecteur, nous rappellerons la demonstration de quelques 
lemmes connus. 
2. LE LEMME DE MERTENS 
SijE K[X], on notera c(f) !'ideal fractionnaire de A engendre par les coeffi-
cients de f. Si a est un ideal fractionnaire de A, on ecrira a-1 =A: a = 
{x E K I xa C A}, av = (a-1}-1 I' ideal divisoriel engendre par a, enfin (d) 
!'equivalence d'Artin a- b(d) si et seulement si a-1 = b-1• 
On doit a Mertens le resultat suivant: 
Si f et g sont des elements non nuls de K[X], on a pour un certain entier n 
[c(f)r-,-1 c(g) = [c(f)]" c(fg). 
Pour la demonstration, on consultera Northcott [14]. Donnons quelques conse-
quences de ce lemme. 
LEMME I. Les proprietes suivantes sont equivalentes: 
(1) A est un anneau integralement clos. 
(2) Si f et g sont deux elements non nuls de K[X] alors c(f) c(g) = c(fg)(d). 
(3) Si fest un element non nul de B alors JK[X] n B = f(A : c(f))B. 
(I) o=? (2) Suivant le Iemme de Mertens, si h = fg, il existe un en tier n tel 
que [c(f)]n+1 c(g) = [c(f)]n c(h) 
c(f) c(g) C [c(f)]n+l c(g): [c(f)]n = [c(f)]n c(h): [c(f)]n 
c(f) c(g): c(h) C [c(f}]n c(h): [c(f)]n c(h) =A car A integralement clos [6, 
diviseurs p. 82 ex. 6b]. Mais f E c(f}B, g E c(g)B d'ou fg cc(f) c(g)B et c(h) C. 
c(f) c(g) done A = c(h) : c(h) C c(f) c(g) : c(h). Finalement c(f) c(g) : c(h) =A 
puis c(f) c(g) : c(h} c(f) c(g) =A : c(f) c(g) d'ou A : c(h) =A : c(f) c(g). 
(2) => (3) Soit h r:=JK[X] n B. II existe g E K[X] tel que h = fg; hE B 
implique c(h) C A et selon (2) c(f) c(g) C A puis c(g) C (A : c(f)) d'ou 
g E (A : c(f))B et enfin h r:=J(A : c(f))B. Ainsi JK[X] n B C.j(A : c(f))B. 
Mais !'inclusion inverse est evidente. 
(3) => (2) On a, sif etg sont deux polynomes de B,JgK[X] n B C.JK[X] n B 
d'ou fg(A : c(fg))B C. f(A : c(f))B puis g(A : c(fg))B C. (A : c(f))B d'ou 
g(c(f))vB C. [c(fg)]vB car B est A-plat et c(f) et c(fg) sont de type fini. II en 
resulte c(g)[c(f)Jv C. [c(fg)]v. Comme c(fg) C. c(g) c(f) on a c(f) c(g) == c(fg)(d). 
Supposons maintenant f et g elements de K[X], alors il existe a, bE A tel que 
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af et bg sont des elements de B, c(af) = ac(f), c(bf) = bc(f) d'ou le resultat 
pour f et g elements de K[ X]. 
(2) => (1) Soit x E A cloture integrale de A, done il existe fEB unitaire 
tel que f(x) = 0 et f(X) =(X- x) g(X) avec g norme dans K[X]; c(f) =A, 
c(X- x) =A + xA d'ou (A + xA) c(g) - A(d) et (A + xA) c(g) C A car 
A divisoriel est maximal sans sa d-classe d'ou puisque I E c(g), x E A, et 
A=A. 
Remarque. II semble que seules les implications (1) => (2) => (3) sont bien 
connues [9, p. 424]. 
3. IDEAUX DIVISORIELS D'UN ANNEAU DE POLYNOMES 
LEMME 1. Si a1 est un ideal divisoriel de B et a = a1 n K #- 0 alors: 
a = n {e(A : c(g)) I a1 c Beg-I, e E A, g E B}. 
Remarquons que si J, hE B tel que jh-1B n K #- 0 alors il existe e E A et 
g E B tel que Jh-1 B = eg-1 B avec e #- 0. Puisque a1 est divisoriel: 
a1 = n {Bjh-1 I a1 c Bjh-1} = n {Beg-1 I a1 c Beg-\ e E A, g E B}. 
Soit x E a, alors pour tout g et tout e E A tel que a1 C Beg-1 on a xg E Be et done 
xc(g) C Ae d'ou x E b = () {e(A : c(g)) I a1 C Beg-1} et a C b. Inversement, soit 
x E b alors xc(g) C Ae quelque soit g E B, e E A tel que a1 C Beg-1 d'ou 
c(g) C Aex-1 et g E Bex-1 puis x E Beg-1 d'ou x E () {Beg-1 I a1 C Beg-1} = a1 • 
Mais x E K d'ou x E a et done a= b. 
On notera que dans ce Iemme, A n' est pas suppose integralement clos. 
LEMME 2. Soit A un anneau integralement clos et a1 un ideal divisoriel entier 
de B. Si 
(I) a1 n A =a#- (0) alors a1 = aB. 
(2) a1 n A = (0) alors il existe f E B et a ideal divisoriel de A tel que 
a1 =JaB. 
Si a1 n A =a#- (0) d'apres le Iemme l, a= a1 n K = () {e(A : c(g)) I a1 C 
Beg-\ e E A, g E B}. Si f E a1 , alors fg E Be pour e et g tel que a1 C Beg-1 done 
c(fg) C Ae et puisque A est integralement clos d'apres le lemme 2.1: c(f) c(g) C 
[c(fg)]v C Ae puis c(f) C Ae: c(g) d'ou c(f) C () {e(A : c(g)) I a1 C Beg-1} =a 
doncjE aB mais !'inclusion inverse est evidente d'ou a1 = aB. 
Si a1 n A = (0), on notera que K[X] est un anneau de fractions de B avec 
S =A- {0} pour partie multiplicative, done a1K[X] = JK[X]. D'apres le 
Iemme 2.1, a1 C a1K[X] n B = JK[X] n B = f(A : c(f))B. Mais, il existe 
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aussi dE A tel que d(A : c(f)) C A d'ou a~ = dj-1a1 est un ideal divisoriel 
entier de B. Mais a~K[X] = K[X] done suivant la premiere partie du Iemme 
puisque a~ n A = a' =1= (0) on a a~ = a' B d' ou a1 = jd-1a' B et a = d-1a' est 
un ideal divisoriel de A. 
THEOilliME 1. Les proprietes suivantes sont equivalentes: 
(1) A est integralement clos. 
(2) Les B-modules reflexifs de rang 1 proviennent de A. 
(1) => (2) Soit M 1 un B-module reflexif de rang 1. Alors M 1 C K ®A M 1 
qui est un K[X]-module de rang 1. Nous pouvons choisir un generateur G: de 
K ® M1 et done M 1 C B01. et il existe a =I= 0 dans A tel que a01. E M1 • Identifions 
B01. et B, nous pouvons alors supposer que M1 est un ideal a1 de B tel que 
a1 n A = a =I= (0) et reflexif, c'est-a-dire divisoriel. Le lemme 2 donne alors 
le resultat. 
(2) => ( 1) Soit pour j E B, a1 = jK[ X] n B; puisque K[ X] est B-plat 
a1K[X] = jK[X] et a1 est divisoriel, done il existe a E D(A) tel que a1 =jaB 
d'ou j(A : c(f))B CjK[X] n B =jaB et A : c(f) Ca. Soit a E a done 
aj E a1 C Bet ac(f) C A et done ac(f) C A d' ou a = A : c(f). Ainsi jK[ X] n B = 
j(A : c(f)). D'apres le Iemme 2.1, A est done integralement clos. 
Remarques. (1) So it a1 un ideal divisoriel quelconque de B, alors il existe 
h E B tel que a~ = ha1 soit ideal divisoriel entier de B. Selon le theoreme ci-
dessus il existe jet a ideal divisoriel de A tel que a~ =jaB d'ou 01.1 = jh-1aB. 
(2) Soit 01.1 un ideal divisoriel entier de B tel que a1 n A = (0). Avec les 
notations du Iemme 2, posons b1 = (f-1c(f) a1)v. On a j-1c(f) a1 Cj-1c(f) 
(A : c(f))jB C B done b1 est un ideal divisoriel entier de B. De plus 
j-1c(f) a1K[X] = b1K[X] = K[X] done b1 n K =I= (0). Si b1 n K = b on a 
done b1 = bB =j-1c(f) at(.#) d'ou la relationjbB == c(f) a1(Sli'). 
(3) Notons c(a1) l'ideal de A engendre par les coefficients des elements de 
l'ideal a1 . Si a1 =!= B(.'41) on a a1 = jaB(d) avec (a1)v K[X] = jK[X] et 
a E D(A). Si ji E a1 alors ji EjaB et ji = jj~ avec j~ E aB d'ou c(f~) C a puis 
c(f-1a1) Ca. Mais j; E c(j-1a1)B d'ou ji Ejc(f-1a1)B. Ainsi a1 Cjc(j-1a1)B C 
jaB et par convexite des $-classes: 
Naturellement si a1 est divisoriel a1 = jc(f-1a1)B et c(f-1a1) est un ideal 
divisoriel de A. Plus particulierement soit a1 un ideal divisoriel entier de B tel 
que a1 n A = a =I= 0 et tel que c( a1) so it fini. Alors il existe h E a1 tel que 
c(h) = c(a1) et c(h) CaB= a1 C c(a1)B d'ou a1 = c(a1)B et c(a1) est un ideal 
divisoriel de A. 
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(4) Krull a montre la relation (aB)v n A = av [6, diviseurs ex. 29 p. 89], 
et Bass a montre !'implication (1) => (2) du theoreme 1 dans le cas noetherien 
[3, Proposition 2.1 p. 325]. 
Donnons comme premiere application un resultat ultra-classique, mais avec 
une demonstration qui semble conceptuellement nouvelle. 
THEOREME 2. Si A est integralement clos, alors Best integralement clos. 
Y etant une indeterminee distincte de X, soit F(Y) = L~~of;Yi et G(Y) = 
L:7~ogiYi deux elements de B[Y] avec c8 (F) K[X] = JK[X] et c8 (G) K[X] = 
gK[X]. Ainsi /; = fd et gj = g;g done cB(FG) = L.!:o (Li+i~d;gj)B = 
fgL,!:o(Li+i~d;g;)B et c8 (FG)K[X] =fgK[X]. Posons F' =J-1F et G' = 
g-1G d'apres la remarque 3 c8 (F) = fcA(F') B(d), c8 (G) gcA(G') B(d) et 
c8 (FG) == fgcA(F'G')(d). D'apres [9, p. 346] il existe F* et G* elements de B 
tel que cA(F*) = cA(F'), cA(G*) = cA(G') et cA(F*G*) = cA(F'G') done 
c8 (F) c8 (G) = c8 (FG)(d). Le Iemme 2.1 donne alors le resultat. 
THEOREME 3. Si A est un anneau integralement clos alors les groupes Pic(A) 
et Pic(B) sont isomorphes. 
On considerera le morphisme g;1 : Cart(A)---+ Pic(B) tel que a f-+ aB Prin(B) 
qui est surjectif d'apres le theoreme I, car si a1 E Cart B, il est divisoriel done 
a1 = jh-1aB avec a E Cart(A) et g;1(a) = a1 Prin(B) d'ou ker g;1 = Prin(A). 
Remarques. (5) Naturellement, si A est un anneau quasi-local integrale-
ment clos, les ideaux inversibles de B sont principaux. 
(6) Supposons A non integralement clos et supposons qu'il existe t E K, 
t ¢=A et tn E A pour tout n assez grand. Remplac;ons t par une puissance de t 
si necessaire, nous pouvons alors supposer tn E A pour tout n ;;?: 2. Notons 
f(X) = tX element de K[X] et a1 = (1 + f + f2)B, b1 = (1 - f + f2)B + 
(1 - f)B. Schanuel cite par Bass [3, p. 325] montre que a11 = b1 mais que a1 
ne provient pas de A. Ce contre-exemple montre la difficulte qu'il peut y avoir 
si on veut dans le theoreme 2 se debarasser de !'hypothese, A integralement clos. 
Le probleme de caracteriser la classe d'anneaux integres tel que Pic A =Pic B 
reste ouvert. Cependant Traverso [24, Theoreme 3.6, p. 593] donne le resultat 
suivant: Soit A noetherien avec sa cloture integrale A de type fini, alors 
Pic A r..J Pic B si et seulement si A est seminormal (c'est-a-dire si A = 
{a Eli 1 Vp E Spec A, all E All + At12}). Le theoreme de recollement de Quillen, 
permet aussi de supposer A local [21, Theoreme 1, p. 168]. 
LEMME 3. Pour tout anneau integre, il existe un morphisme multiplicatif 
j: D(A)---+ D(B) tel que j(av) = avB et un morphisme multiplicatif induit 
j: C(A)---+ C(B). 
DIVISORIELS D'UN ANNEAU DE POLYNClMES 275 
Soit a un ideal fractionnaire de A et b1 = B : aB. Si l'on avait strictement 
(A : a)B C b1 , il existerait f E b1 tel que f ¢;(A : a)B. Cette derniere relation 
entrainerait I' existence de r; E c(f) et r; ¢:(A :a) et done a E a tel que ar; ¢;A 
et ainsi af ¢:Ben contradiction avec jaB k: B d'ou B: aB =(A : a)B. On peut 
alors definir le morphisme j: D(A)-+ D(B) tel que j(av) =avE = (aB)v. Enfin 
j(Prin A) k: Prin B, ce qui implique que j induit un morphisme j: C(A) -+ C(B) 
tel que j( av Prin A) = a, Prin(B). 
l(A) et lt(A) designant respectivement le monoi"de des ideaux fractionnaires 
de A et celui des ideaux fractionnaires de type fini, on rappelle la terminologie: 
Pseudo-priiferien D1(A) groupe 
Priifer 11(A) = Cart A 
D1(A) = Cart A 
Pseudo-bezoutien D1(A) = Prin A 
Bezout 11(A) = Prin A 
et les caracterisations pour l'anneau A: 
completement integralement clos 
integralement clos 
regulierement integralement clos 
enfin on note C1(A) = D1(A)/Prin(A). 
Completement 
integralement clos D(A) groupe 
Dedekind l(A) =CartA 
D(A) =Cart A 
Factoriel D(A) = PrinA 
Principal I(A) = PrinA 
a:a =A, 
a:a =A, 
a :a= A, 
a.I(A) ~(aED(A)), 
ex El1(A), 
a E D1(A), 
THEOiffiME 4. Si A est un anneau completement integralement clos (resp. 
pseudo-prujerien) alors B est completement integralement clos (resp. pseudo-
pruferien) et les groupes C(A) (resp. C1(A)) et C(B) (resp. Ct(B)) sont isomorphes. 
Naturellement le premier point est bien connu. Cependant la remarque (1) 
en donne une demonstration elementaire. Si a1 E D(B), a1 = jg-1aB avec 
f, g E Bet a E D(A) d'ou a1 : a1 = aB : aB. Mais d'apres le Iemme 3 (a : a)B = 
(a-1 : a-1)B = (aa-1)-1B = [aB(aB)-1]-1 = aB: aBet puisque A est complete-
ment integralement clos a : a = A entraine a1 : a1 = B. 
Suivant le lemme 3, il existe un morphisme rp: D(A)-+ C(A) tel que 
rp(av) = avB Prin(B). C'est une surjection, d'apres le Iemme 2, car si a1 E D(B), 
a1 = fg-1aB avec a E D(A) et a1 Prin(B) =a Prin(B). Par ailleurs ker rp = 
{avE D(A) I Bav Prin B = Prin B} done Bav = Bf d'ou f inversible dans K[X] 
done f E K et av =fA c'est-a-dire avE Prin A et ker rp = Prin A. 
On appellera anneau de Mori, un anneau integre qui verifie Ia condition 
maximale pour ks ideaux divisoriels entiers [20]. 
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THEOiffiME 5. Si A est un anneau de Mori integralement clos, il en est de m~me 
deB. 
Soit {a1n}n>O une suite croissante d'ideaux divisoriels de B. Puisque K[X] est 
euclidien, il existe un entier n0 tel que n > n0 entraine a1nK[X] = JK[X] et si 
dE A tel que d(c(f))-1 C A, il existe selon le theoreme 1, un ideal entier 
divisoriel On tel que a1n = jd-1anB. Il est clair que a1n C a1n+l =a d'ou pour 
n > sup(n0 , n1), a1n = jd-1aB. 
Remarque. (7) Par induction, les theoremes ci-dessus d'etendent au cas 
d'un anneau de polynomes B de plusieurs indetermim!es. Les resultats subsistent 
pour A[Xi]iEI . Concluons ce paragraphe en notant que les theoremes ci-dessus 
permettent d'unifier les demonstrations de plusieurs proprietes invariantes 
dans le passage de A a B. Ainsi si A est factoriel (resp. pseudo-bezoutien) avec 
le theoreme 4 nous pouvons conclure que Best factoriel (resp. pseudo-bezoutien). 
Si A est de Krull, c'est-a-dire completement integralement clos et de Mori, 
les theoremes 4 et 5 entrainent B de Krull. Analogue si A est regulierement 
completement integralement clos. Dans ce dernier cas si G est le groupe ordonne 
des ideaux principaux non nul de K[X], on a immediatement l'isomorphisme 
D,(B) = G x D1(A). 
4. ANNEAUX DE FRACTIONS DE B 
Le lemme de Mertens montre que les parties .E = {fEB I c(f) = A}, 
.E' ={fEB If norme} et .E" ={fEB I c(f) - A(d')} sont multiplicatives. 
Si l'on note PA !'ensemble des ideaux premiers de A associes aux ideaux princi-
paux on a: .E = B- U {mB I mE Max A} et .E" = B- U {pB I p EPA}· On 
notera R = A(X) = .E-1B [12, p. 18] et R' = (.E')-1B. Ces anneaux sont 
A-fidelement plats et si A est noetherien, ils sont noetheriens et dim A = 
dim R =dim R'. On notera aussi R" = (.E")-1B. 
LEMME 1. Si a est un ideal inversible d'un anneau integre A, alors il existe 
f E B tel que aR =JR. 
On peut supposer A quasi-local. Si a = Aa0 + Aa1 + · · · + Aan , posons 
f = ao + a1X + ... + anxn E B. Done c(f) = a. Mais puisque a est principal 
c(f) = a1A pour un a1 (1 ~ l ~ n) done a; = r;a1 (1 ~ i ~ n). Posons 
h =Yo+ r1X + ... + r nxn alors hE .E carr!= I doncfR = a!R = c(f)R = aR. 
LEMME 2. Si A est integralement clos, alors tout ideal divisoriel entier a1 
entier de B tel que: 
(1) a1 n .E" =1= 0 s'ecrit a1 =gaB avec a1K[X] = gK[X] eta E D(A), 
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(2) a1 n I; 7'c 0 s'ecrit a1 = g(A : c(g))B avec a1 E Cart B, 
(3) a1 n 1:' 7'c 0 s' ecrit a1 =gaB avec a E K. 
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(1) Soit jE a1 n I;" un polynome de B. Si a1 n A= a 7'c (0) selon le 
lemme 3.2 a1 = aB avec a E D(A). MaisjE aB entra\'ne c(f) C a d'ou la contra-
diction a-1 = A. Done a1 n K = (0). Suivant le lemme 3.2, il existe g E B tel 
que a1K[X] =gK[X] et aED(A) tel que a1 =gaB. Remarquons quef=gha 
avec hE B et a E a d'ou c(f) A = ac(g) c(h)(d) suivant le Iemme 2.1, done 
c(g) est inversible (mod d) et en particulier suivant la remarque 3.2, 
a1 = g(A : c(g)) bB(d) avec bE D(A). 
(2) Soit f E a1 n I:; a1 C g(A : c(g)B entra\'ne g(A : c(g))R = R puis 
[c(g)]vR =gR. Puisque R est A-fidelement plat [c(g)Jv est de type fini et pro-
jectif dans A, done inversible. On a suivant la remarque 3.2 a1c(g) = gbB(d) 
d'ou a1c(g) C gbB puis a1 C gb(A : c(g))B. Mais evidemment f E a1 n I:", done 
selon la premiere partie a1 - gb(A : c(g)) B(d). Puisque a1 est divisoriel, il 
est plus grand element de sa d-classe done a1 = g(A : c(g)) bB. Cette derniere 
relation implique bR =Ret b =A (car sib est propre, bRest propre). Finale-
ment a1 = g(A : c(g)B avec c(g) E Cart A. 
(3) Soit f E a1 n I;' done f E I; et a1 = g(A : c(g))B. On peut ecrire f = grh 
avec r E (A : c(g)) et hE B. Notons rY.n le coefficient dominant de g, f3m celui de h. 
On a 1 = rY.nrf3m. Mais rc(g) C A, done 01.nr E A et est inversible dans A d'ou 
Ol.n(A : c(g)) =A et (A : c(g)) = A01.;;1 puis a1 = g01.;;1B. 
THEOilEME 1. Si A est un anneau integralement clos, on a les isomorphismes: 
(1) Pic(A) "'Pic(R'), 
(2) Pic(R)"' (0). 
(1) Le morphisme Cart(B) ---+"'~ Pic(R') tel que a1 1--+ a1R' Prin(R') est sur-
jectif car R' est B-plat et a1 de type fini. Evidemment Prin B C ker <p~ = 
{a1 E Cart( B) I a1R' Prin(R') = Prin(R')} ainsi a1R' E Prin(R') et a1R' = hl-1R' 
avec hE Bet lEI:'. Ainsi h-1a1 = b1 est un ideal divisoriel entier deB tel que 
b1 n I;' 7'c ( 0); d'apres le Iemme 1, b1 est principal done ker <p~ = Prin B. 
On acheve avec l'isomorphisme Pic A"' Pic B. 
(2) Soit a~ E Cart(R), done il existe b~ E Cart R tel que a~b~ = R. Mais 
puisque a~ et b~ sont finis, il existe a1 et b1 de D(B) tel que a~ = a1R et b~ = b1R 
d'ou a1b1R = R et aussi d'apres le Iemme 3.2 a1 = jh-1aB et b1 = j'h'-1bB 
avec a, et b dans D(A) done abR est un ideal principal de R. Comme R est 
A-fidelement plat, ab est un ideal inversible de A et a E Cart(A). Il en resulte 
d'apres le Iemme 1 que aR est principal et done aussi a~ = jh-1aR. Ainsi 
Cart(R) = Prin(R). 
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THEOiffiME 2. Si A est un anneau de Krull (resp. pseudo-prujerien) on a les 
isomorphismes: 
(1) C(A)'"'"' C(R') (resp. C1(A) ~ C1(R')), 
(2) D(A)/Cart A '"'"' C(R) (resp. D1(A)/Cart A '"'"' Ct(R)). 
(1) On a l'epimorphisme de groupes D(B) ____..-r' C(R') tel que a1 1-+ a1R' 
Prin R' et ker g;' = { a1 I a1R' Prin R' = Prin R'} = { a1 E D(B) I a1R' E Prin R'} 
d'ou a1R' =fg-1R' avecgE.E' etfEB. Ainsij-1a1 = b1 est un ideal divisoriel 
entier de B tel que b1 n I:' =I= 0, done b1 puis a1 sont des ideaux principaux 
d'ou ker g;' = Prin B. 
II est d'ailleurs classique que puisque R' est A-fidelement plat ker(Pic(A)---+ 
Pic(R')) = ker(C(A)---+ C(R')). 
(2) Considerons le morphisme D(A) ---+8 C(R) tel que a 1--+ (aR) Prin(R). 
Ce morphisme est surjectif car si a~ E D(R), puisque R est B-plat, il existe 
a1 E D(B) tel que a~ = a1R. D'autre part selon le Iemme 3.2 a1 = Jh-1aB avec 
a E D(A) d'ou a~ Prin(R) = (aR) Prin(R). On a ker (}={a E D(A) I aR Prin(R) = 
Prin(R)} done aR est principal, mais puisque Rest A-fidelement plat, a E Cart A, 
c'est-a-dire ker (} k Cart A. Soit inversement a E Cart(A), le Iemme 1 montre 
que aRE Prin(R). 
CoROLLAIRE 1. (1) A est un anneau de Prufer (resp. de Dedekind) si et 
seulement si R est un anneau de Bezout (resp. principal). 
(2) A est un anneau pseudo-prujerien (resp. de Krull) verifiant D1(A) = 
Cart A (resp. D(A) = Cart A) si et seulement si R est pseudo-bezoutien (resp. 
factoriel). 
(I) Si A est un anneau de Priifer, alors R est aussi de Priifer car R est 
A-fidelement plat done It(R) = Cart R. Mais Pic(R) = (0) done 11(R) = 
Prin(R). Reciproque evidente. Si A est un anneau de Dedekind, R est aussi 
anneau de Dedekind, done puisque Pic(R) = 0 on a D(R) = I(R) = Prin(R). 
(2) Immediat avec le theoreme 2. 
Remarques. (I) Claborn avait montre la premiere partie du theoreme 2 
dans le cas ou A est un anneau de Dedekind [7]. 
(2) Si A est un anneau de Krull local, alors C(A) = C(R). Cela est immediat 
car Cart A = Prin A (Samuel [22]). 
Si A est un anneau regulierement integralement clos: 
AK = {ffg If, g E B, cCf)v C c(g)v} 
est un anneau appele anneau de Kronecker de A [9, p. 398, (32.7); 6, Diviseurs, 
p. 96 ex. 19]. On retiendra en particulier: 
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(a) AK est un anneau de Bezout avec AK n K =A. 
(b) Si a est un ideal de type fini de A aAK n K = av . 
(c) SijEB,c(f)AK=JAK. 
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THJ\:OREME 3. Si A est regulierement integralement clos, les conditions SUl-
vantes sont equivalentes: 
(I) A est un anneau pseudo-priiferien (resp. priiferien). 
(2) AK = R" (resp. R) [1]. 
(1) =? (2) On a toujours R" C AK. Soit ffg E AK avec f, g E B. Puisque A est 
pseudo-pri.iferien, il existe hE K[X] tel que [A : c(g)] == c(h)(J/1) avec c(h) c(g) == 
A(J/1) c'est-a-dire gh E .E". D'autre part A : c(g) C A : c(f) implique 
A : c(g) c(h) C A : c(f) c(h) d'ou A C A : c(fh) et c(fh) C A done fh E B et 
ffg = fhfgh E R". 
(2) =? (1) R" est de Bezout. Si a = c(f) est un ideal de type fini de A, 
aa-1R" = (aR")(aR")-1 mais aR" = fR" d'ou aa-1R" = R" et (aa-1)v =A 
selon le Iemme 2. Ainsi D1(A) est un groupe. 
CoROLLAIRE 2. Si A est integralement clos, les conditions suivantes sont 
equivalentes: 
( 1) A est un anne au de Krull. 
(2) R" est un anneau principal. 
(I) =? (2) A etant de Krull est pseudo-pri.iferien done AK = R" d' a pres 
le theoreme 3 et R" est un anneau de Bezout et de Krull, il est done principal. 
(2) =? (1) Si R" est principal, R" n K =A et done A est un anneau de 
Krull. 
5. FACTORIALITE DE CERTAINS ANNEAUX 
Soit M unA-module, une suite exacte 0---+ Pn---+ Pn_1 ---+ ... ---+ P0 ---+ M---+ 0 
avec chaqye P; , A-module projectif de type fini est dite resolution projective 
de type fini de longueur n de M. On definira, de maniere analogue une resolution 
projective de type fini de longueur oo. Si M admet une resolution projective de 
type fini de longueur <oo, alors d(M) = inf{n I Maune resolution projective 
de type fini de longueur n} est appelee dimension projective de type fini de M. 
LEMME 1. Si A est un anneau integre coherent eta un ideal tel que d(a) < oo 
alors a-1 E Cart A. 
Si d(a) < oo, comme consequence de Ia theorie des invariants de Fitting 
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a = ave avec av Cart A et c 1 = A done a-1 = a:;;-1 E Cart A [25, p. 67, Corol-
laire 3.16]. 
THJ\:oREME I. Si A est un anneau local coherent tel que pour tout ideal a 
(resp. fini) d(a) < oo alors A est factoriel (resp. pseudo-bezoutien). 
Si d(a) < oo, a-1 E Cart A et D(A) =Cart A, done A est completement 
integralement clos. Mais Ies ideaux premiers divisoriels etant de type fini A 
est aussi un anneau de Krull [17]. II en est de meme de R. Selon Ie theoreme 
C(R) = 0; or A est local done C(R) = C(A) = 0 etA est factoriel. Si d(a) < oo, 
avec a de type fini alors Dt(A) = Cart A, mais puisque A est local Cart(A) = 
Prin(A) done A est pseudo-bezoutien [25, p. 67, Theoreme 3.17]. 
On rappelle qu'un anneau integre A est dit ponctuellement factoriel si Am est 
factoriel pour tout mE Max(A). On doit a Kaplansky [10, Theoreme 178, p. 132) 
le resultat suivant: 
A est factoriel si et seulement si A est ponctuellement factoriel, Pic A = (0) 
et tout p E xn>(A) est de type fini. 
THEOREME 2. Soit A un anneau coherent tel que tout p E xn>(A) est de type 
fini. Alors les proprietes suivantes sont equivalentes: 
(I) R est factoriel. 
(2) A est ponctuellement factoriel. 
(I) =>- (2) Puisque R est A-fidelement plat A = R n K, done A est un 
anneau de Krull et C(RmR) = C(Am) pour tout mE Max(A). Ainsi C(Am) = 0 
et A est ponctuellement factoriel. 
(2) =>- (I) A est completement integralement clos, mais aussi anneau de 
Krull car les ideaux premiers divisoriels sont de type fini. Les ideaux de xn>(B) 
sont de la forme pB avec p E xn>(A) ou f(A : c(f))B. Ces ideaux sont done de 
type fini, A : c(f) est en particulier de type fini car A est coherent. Done les 
ideaux de xm(R) sont aussi de type fini. On a C(RmR) = C(Am) = 0 pour 
tout mE Max(A), done Rest ponctuellement factoriel. On a aussi Pic(R) = (0) 
selon le theoreme 4.1 done suivant Ie resultat de Kaplansky, R est factoriel. 
6. Cu)TURE INTEGRALE DES ANNEAUX NOETHERIENS 
En 1953 Mori montre que la cloture integrale d'un anneau local integre et 
noetherien est un anneau de Krull. Nagata en 1955 prolonge ce resultat pour 
un anneau integre et noetherien. Nishimura (1976) retrouve le theoreme de 
Nagata en remarquant qu'un anneau local complet est henselien. Recemment 
!'auteur a presente une demonstration du theoreme de Mori-Nagata, basee 
sur un resultat de Matijevic, mais qui utilise encore le fait que Ia cloture integrale 
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d'un anneau local est semi-local [19]. La nouvelle demonstration proposee ici 
ne reclame aucun recours a Ia theorie des anneaux complets. 
L'anneau A 0 = {x E K I 3m1 , m 2 , ••• , m, E Max( A), xm1 • m 2 • • • 111, C A est 
appele le transforme global de A. Matijevic a montre que si A est noetherien 
tout anneau A1 tel que A C A1 C: A 0 est aussi noetherien [ll]. On notera A Ia 
cloture integrale de A. 
LEMME I. Si A 0 est le transforme global d'un anneau noetherien A et A1 = 
A 0 n A, alors tout ideal maximal de A1 est inversible ou de grade ;;?2. 
Par le resultat de Matijevic A1 est noetherien et evidemment entier sur A. 
Soit r E Max(A1), done m = r n A E Max( A) et mA1 C: r. Alors (r : r) C 
r : mA1 C Ai : mA1 C A 0 : m = A 0 • Mais (r : r) C A car A etant noetherien A 
est completement integralement clos. Done (r : r) CAn AY = A1 et aussi 
A1 C: (r : r). Ainsi on a r : r = A1 . Si r-1 # A1 , alors r est un ideal divisoriel 
carr C: (r-1)-1 ~ A1 . D'autre part r C: r(A1 : r) C: A1 d'ou deux possibilites: 
(I) r(A1 : r) = A 1 , alors r E Cart A1 . 
(2) r(A1 : r) = r. Ce cas est impossible. En effet A1 : (A1 : r) = r d'ou 
A1 : r = r : r = A1 , ce qui est en contradiction avec le choix r-1 # A1 • 
Pour eviter toute confusion, nous noterons RA l'anneau de Nagata et R:~ 
l'anneau de fractions de B avec pour partie multiplicative .E" ={fEB I c(f) _ 
A(d)}. 
THEOIUlME I. Si l' anneau A est noetherien, alors l' anneau A est un anneau 
de Krull. 
Suivant le Iemme I, on peut admettre que les ideaux maximaux de A sont 
inversibles ou de grade ;;?2. Si mE Max( A) est de grade ;;?2 alors m ===A( d) 
et il existe fEB tel que c(f) = m - A( d) done puisque f E mB, mR~ = R~ . 
Si 111 E Max( A) est inversible, il existe fEB tel que c(f) = 111 et mR~ = JR; 
d'apres le Iemme 4.1. 
Puisque Max(RA) = {mRA lm E Max( A)} et que R; est un anneau-quotient 
de RA , les ideaux maximaux de R~ sont de Ia forme mR~ = JR; c'est-a-dire 
de hauteur I, ou de Ia forme p~R~ avec p~ ideal premier non maximal de RA. 
Done si dim A > I, dim R~ < dim RA = dim A. 
On a A: (A: c(f)A) J A : (A : c(f)) [8, Lemme 4.5, p. 20] pour fEB 
done .E" C ~" ={fEB I c(f) = A( d)} et R~ C R'.J et plus completement 
R C R~ C R~ C R'Jr car R';q est integralement clos et meme completement 
integralement clos puisque A est noetherien. Puisque A est regulierement 
integralement clos: 
AK = {fjg If, g E B, c(f)v C c(g)v} 
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est un anneau de Bezout avec }[K n K = )[ ([6, Diviseurs p. 90, ex. 31]. II est 
clair que R'JI C }[K done R'A n K = A. Mais puisque R est A-fidelement plat, 
on a R n K =A d'ou A C R~ n K C JI. L'anneau R~ n K etant integralement 
clos, necessairement )[ = R~ n K. 
Raisonnons maintenant par induction sur la dimension n de l'anneau A et 
supposons que la cloture integrale de tout anneau noetherien de dimension <n 
est un anneau de Krull. Alors puisque dim R~ < n, R~ est un anneau de Krull 
et )[ = R~ n K est aussi un anneau de Krull. 
Par le theoreme de Krull-Akizuki, la propriete est vraie pour n = 1, elle 
est done generale. 
7. IDEAUX SEMI-DIVISORIELS 
Les conditions du Iemme 4.2 apparaissent dans !'etude de la A-platitude de 
Bja1 , a1 ideal deB [15] ce qui permet de retrouver et de completer les resultats 
du cas integre, d'autant plus que suivant [23, (2.2)] ou [15, (2.18)] on peut 
supposer A integralement clos. Auparavant introduisons avec Glaz et 
Vasconcelos [26] la notion d'ideal semi-divisoriel. Un ideal a d'un anneau A 
sera dit semi-divisoriel si a : b = a pour tout ideal b de type fini tel que b-1 = A. 
En particulier un ideal plat ou divisoriel est semi-divisoriel. Si a est plat alors 
aa-1 est semi-divisoriel. 
LEMME 1. Soit A un anneau integralement clos et a1 un ideal de B tel que 
Bja1 est sans torsion alors a1 = f(A : c(f))B. 
Soit g E a1K[X] n B done g = Li a;/sJi(fi E a1 , a;, s; E A) d'ou existe 
sEA tel que sg = Li a:/;. Si h r->- li est !'application canonique B--+ Bja1 , 
sg = 0 d'ou puisque Bja1 est sans torsion g = 0 et g E a1 . Ainsi 
a1K[X] n B = a1 . Mais il existe f tel que a1K[X] = JK[X], le Iemme 2.1 
donne alors le resultat. 
THEOREME 1. Soit A un anneau integralement clos et a1 un ideal de B. Les 
proprietes suivantes sont equivalentes: 
(I) Bja1 est A-plat. 
(2) a,R =Ret a1 semi-divisoriel. 
II existe alors g E B tel que a1 = g[c(g)]-1B avec c(g) E Cart A. 
(I)=> (2) En considerant Ia suite exacte 0--+ a1 --+ B--+ Bja1 --+ 0, on 
notera puisque Best Iibre et Bja1A-plat que c(a1) =A avec c(a1) !'ideal engendre 
par les coefficients des elements de a1 , done a1 n 1: =!= 0 et a1R = R. Mais 
aussi Bja1 est sans torsion, done suivant Ie Iemme 1, a1 = g[c(g)]-1B avec 
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a1K[X] = gK[X], mais alors a1 est divisoriel et le Iemme 4.2 s'applique done 
c(g) E Cart A. 
(2) => ( 1) Demontrons ee resultat d' abord dans le cas ou a1 est divisoriel. 
Soit hE a1 , done puisque a1 = g[c(g)]-1B, il existe l E B tel que h = gl; c(g) 
est inversible done d'apres le Iemme de Mertens c(h) = c(g) c(l). Mais l E c(l)B 
et g E c(g) a1 d'ou hE c(h) a1 et B(a1 est A-plat d'apres [5, p. 65, ex. 23]. Soit 
maintenant a1 semi-divisoriel et g E a1 n}; alors d'apres ce qui precede BfgB 
est A-plat et pour bE A, bB n gB = bgB [13] done (bB + gB)-1 = B. Man-
trans que B/a1 est sans torsion sur A. Si liE Bfa1 avec bli = 0 alors 
(bB + gB)h C a1 et puisque a1 est semi-divisoriel hE a1 et li = 0 done si 
a1K[X] n B = a1 et si a1K[X] = JK[X] on a suivant le Iemme 1, a1 = 
j[c(f)]-1B c'est-a-dire que a1 est divisoriel don d'apres ce qui precede B(a1 
est A-plat. 
Remarque. (1) On notera que a1 est explieite a I' aide d'un seul polynome g. 
Naturellement si A est quasi-local, a1 est principal suivant le theoreme 3.3. 
THEOREME 2. Soit A un anneau integralement clos et a1 un ideal de B. Si 
a1R" = R" et a1 ideal plat alors a1 E Cart(B). 
On sait que a1 ~ B(d) [25] done suivant le Iemme 3.2 a1 jaB(d) done 
a:t1 = j-1(B : aB) = j-1a-1B, cette derniere egalite en tenant compte du 
Iemme 3.3 done a1a11 - aa-1B(d) et a1a:t1K[X] = K[X] c'est-a-dire a1a:t1 n 
A =I= (0). Considerons alors rB + gB avec r E a1a!1 n A et g E a1 n £". Neces-
sairement si rB + gB ~ B(d), rB + gB- cB(d) car (rB + gB) K[X] = 
K[X] et on peut appliquer le Iemme 3.2. Mais c est divisoriel dans A et g E cB 
d'ou c(g) C c. Puisque [c(g)]-1 =A, il vient c =A. Ainsi (rB + gB)-1 =B. 
On a (rB + rg) C a1a!1 d'ou puisque a1a!1 est semi-divisoriel 1 E a1a:t1• 
Naturellement a1 =jaB avec a E Cart A. 
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